Ein Teleportationsmodell In
Quantenbit-Raumen

Ergebnisse der Diplomarbeit
,GRUPPEN UNITARER OPERATOREN UND
VOLLSTANDIGE ORTHONORMALSYSTEME*
FU Hagen / FSU Jena 2002

Johannes Wollbold

eMail jwollbold@gmx.de
Homepage www.jwollbold.de

31. Januar 2005



Einfuhrung

,Wenn es dich lberrascht, dann hast du es noch
nicht verstanden.”

(Ludwig Wittgenstein, Bemerkungen liber die Grundlagen der
Mathematik.)

Einstein / Podolsky / Rosen 1935: Quanten-
mechanik ist vollstandig = 2 GroBen entsprechend
nicht kommutierender Operatoren konnen gleich-
zeitig genau gemessen werden.

Voraussetzung: Messung an Teilsystem eines ver-
schrankten Zustands beeinflusst ein entferntes
Teilsystem nicht.

Bell 1964: Kausale und lokale Theorie = W.ider-
spruch zu den statistischen Voraussagen der Quan-
tenmechanik.

EPR-Paradoxon
— EPR-Effekt
— Teleportation: Bennett e.a. 1993



Grundbegriffe

Endlichdimensionaler Hilbertraum L5({0,1}") -

Spin oder Polarisation, dim N = nZ2.

Normaler Zustand: 4 positiver Spuroporator p
(Dichtematrix) mit tr(p) = 1, so dass

w(A) = tr(pA) Ae

w(A) ist Erwartungswert der Observablen A im
“Zustand“ p.
Reiner Zustand zu f € L>({0,1}™): | f >< f].

(vj)’L; volistdndiges ~ Orthonormalsystem in
L>({0,1}")

Spektraldarstellung selbstadjungierter Operato-
ren A =11 zj| v >< 7l



Strukturen auf Qubit-Raumen
Orthonormalbasen und unitare Operatoren

Satz: Es seien (2,®) eine endliche abelsche Grup-
pe und (vm)meq €ine Orthonormalbasis in Lo(£2).
Dann existiert zu jedem k € €2 genau ein linearer
Operator Uy, auf Ly(£2), so dass fur alle m € Q2 gilt

Ul:')’m — Tmdk
Die so definierten Operatoren U, sind unitar und
bilden eine parametrisierte Gruppe (Up)req = 2.

Beispiele

o 2 = {0,1}" mit komponentenweiser Addition
®, (Am)meo die Einheitsbasis in Ly(£2).

Uf(G) = f(GDE)

e Q:={0,...,N—1} mit Addition mod N, (bm)mec0

b (j) = \/%exp (%mj) (m,j € Q)

Of/ﬁbkbm = bm+k mod N (m, k € $2)



Verschrankte Zustande

Definition: Gegeben seien 2 = {0,1}" sowie eine
Orthonormalbasis (ym)meq in L2(£2). Ein Operator
J~ ist dann wie folgt definiert:

Jy 1 Lo(82) — Lo(£2) @ L2(£2)
Jyf(m,r) == f(m)ym(r) (m,r € €2, f e L(£2)).

Verschrankter Zustand (,,entangled state*)

ey(o) == JyoJy (o Zustand auf La(£2))

o= |f><f| = ey(o) =|Jyf><JIyf|.

Lemma: Seien U eine Isometrie zwischen zwei
separablen Hilbertraumen H;y und Ho und p =
> keNPE| fr >< fi| ein Zustand auf Hj;. Dann ist
UpU* ein Zustand auf Ho, und es gilt

UpU* = pp|Ufr >< U fy
k



Orthonormalbasen in Ly (2) ® Lo (2)

Satz: Gegeben seien 2 = {0, 1}" sowie 2 Paare von
Orthonormalbasen und entsprechenden parametri-
sierten Gruppen unitdarer Operatoren in L>(2):
(Ym)me, (Ur)keq sowie (Tm)men, (Vi)ren- Fur al-
le k,1 € 2 sei definiert (0 bezeichne das neutrale
Element in Q):

E = (Vi @ Up) Jy10.

Dann ist (§k)kieq Orthonormalbasis in Lo(£2) ®
L>(S2).

Beispiel Bell-Basis (Ag =11 >, A1 =[] >)

00 = \%( T1>] 12>+ | [1>] [2>)
o1 = \%( T1>] lo>+ | [1>] 12>)
{10 = \%( T1>[ 12> — | l1>] l2>)
£11 = \%( T1>[ 12> — | [1>] 12>)

£11. EPR-Singulett-Zustand - klassischer Fall eines
verschrankten Spin-Zustands [BB+93]



Soo(m, ) = Jabo(m,T)
= bo(m)Am(r)
1 2T
— \/—§ exp (WOWL) Am('r'>
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Ein verallgemeinertes Telepor-
tationsmodell

H="H1®Hr®H3, H1 = Ho="H3z = L>({0,1}").

1. Zustand p auf Hq, verschrankter Zustand
ey(0) = JyoJ5 auf Ho @ Hs.

2. Verschrankung 'H1 ® Ho durch Messung gemal

N
F = Z z2nmPnm

n,m=1

Von Neumannsches Messpostulat = Gesamt-
zustand

123 (Frm ®@1) p® ey(0) (Fum ® 1)
o tr123(an®]1)P®€7(O') (Fam ®1)

3. Klassische Mitteilung Messergebnis.

4. Zustand auf Hz durch Kanal Apm bestimmt:
(an®]l)p®€7(0') (Frm ® 1)

A = tr
nm(P) 12 tr123(an®1)P®€7(U) (Fm ® 1)



Perfekte Teleportation:

1. Fur jedes Paar n,m existiert ein unitarer Ope-
rator vpm : ' H1 — H3, SO dass

Nnm (P) = Vnmp Vym, (p€S).

2. Fir die Wahrscheinlichkeiten ppm(p) der
Messwerte zpm gilt:

> pam(p) =1 (p €S).

en(o) =|Jabo >< Jabol

Urf(G) = f(G @ k),
Orthonormalbasis (§x)k 1cq I Ho @ Hz mit

&k = (O /5, @ U)Jabo



Realistischer:

e [eleportation mit koharenten Zustanden:
Hi = Ho = Hz = (L»({0,1}")) bzw. (R x
L>({0,1}")). [FOO01, 232, 236]

e Nicht perfekte Teleportation: Berucksichtigen
von Energieverlust, Wahrscheinlichkeit fur Va-
Kuumzustand #= 0. [FOO1, 231, 239ff.]

Weitere Anwendungen

e Quantencomputing:
‘Hq Input, Ho Zustand Computer, Hz Output.

e Gehirnmodelle [FFOO03].

e Zahlenanalogien zur Genetik.



