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1 Einleitung

“There is a truth in Schopenhauer’s view that philosophy is an organism,
and that a book on philosophy, with a beginning and an end, is a sort
of contradiction.” (Wittgenstein in einer Vorlesung 1933/34, zitiert nach
[Ms, Register 1-5, XVI].)

Ludwig Wittgenstein (1889-1951) sieht Philosophie als Entdeckungsreise in einem
Netz von Bedeutungen an: von Bekanntem aus erkundet er neue Wege, ndhert sich
alten Einsichten von einer neuen Seite aus an. So konnte er - nach dem Tractatus -
seine Gedanken nie in die Form eines abgeschlossenenen, gar deduktiv argumentie-
renden Buchs zwingen, sondern reihte sie in loserer Folge aneinander, griff das gleiche
Thema héufig wieder auf.

Auch in dieser Arbeit war es schwierig, einige von Wittgensteins Bemerkungen zum
Thema Unendlichkeit in der Mathematik in Form einer Reihe nachzuvollziehen; Wie-
derholungen lieflen sich nicht ganz vermeiden, und einige Beziige werden durch Quer-
verweise angezeigt. (Auch legt Cantors Diagonalverfahren den Verdacht nahe, dass
man immer einen aus der Reihe springenden Gedanken konstruieren konnte...) Zur
Orientierung werde ich jedoch von zwei grofieren Textabschnitten ausgehen und die-
se in ihrem inneren Zusammenhang (jedoch keineswegs vollstindig) sowie dem mit
anderen Textstellen interpretieren:

e ZUR MENGENLEHRE aus dem Big Typescript, redigiert 1933 [BT, 488-95].

e TEIL II der Bemerkungen uber die Grundlagen der Mathematik von 1938
[BGM, 125-42].

Im Mittelpunkt steht die Frage, ob der Begriff ,unendlich® im Sinn einer Gesamtheit
von Objekten aufgefasst werden kann, besonders im Zusammenhang mit Dezimal-
entwicklungen einer irrationalen Zahl und Mengen. In den beiden Texten setzt sich
Wittgenstein mit klassischen Theorien dazu auseinander: Dedekinds Definition irra-
tionaler Zahlen duch Schnitte und Cantors Begriindung der Mengenlehre.

2 Mathematische Kalkiile mit dem Unendlichen

2.1 Der Dedekindsche Schnitt

In seiner Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen von 1872 beschreibt Richard De-
dekind (1831-1916) eine Konstruktion zur Einfiihrung der irrationalen Zahlen. Sein
Ziel dabei ist eine ,wirklich wissenschaftliche Begriindung der Arithmetik“ [Ded12,
Vorwort]|, ohne die geometrische Anschauung zu Hilfe zu nehmen, jedoch in Analogie
zur Geometrie.

Man kann jede rationale Zahl eindeutig einem Punkt einer Geraden zuordnen. Tragt
man jedoch inkommensurable Lingen wie /2, die Diagonale des Einheitsquadrats, von
einem Nullpunkt aus ab, ,s0 erhédlt man einen Endpunct, welcher keiner rationalen
Zahl entspricht* [Ded12, §3]. Will man nun die Geometrie vollstdndig arithmetisieren,
so muss man neue Zahlen erschaffen, so dass eine bijektive Zuordnung zwischen Zahlen
und Punkten moglich ist.

Einen Schnitt nennt Dedekind eine Einteilung der rationalen Zahlen in 2 Klassen A;
und As, so dass jede Zahl in A; kleiner als jede Zahl in A, ist. Ein Schnitt wird
durch eine rationale Zahl a hervorgebracht, wenn fiir alle a; € A; und ao € As gilt:



a1 < a < ag oder a; < a < as. Hs existieren jedoch auch unendlich viele Schnitte,
die nicht durch rationale Zahlen hervorgebracht werden, z.B. wenn Kriterium ist, ob
das Quadrat einer Zahl grofier oder kleiner als eine positive ganze Zahl D ist, die
keine Quadratzahl ist. Ein solcher Schnitt definiert eine irrationale Zahl. Diese lassen
sich anordnen, und somit ist ein Schnitt auch im System aller reellen Zahlen méglich.
Dedekind weist nach, dass eine und nur eine reelle Zahl « existiert, durch welche eine
solche Zerlegung hervorgebracht wird.! Die mit diesem Satz gegebene Eigenschaft
der rellen Zahlen definiert fiir Dedekind Stetigkeit, in Analogie zur Stetigkeit bzw.
Vollstandigkeit der Geraden.

Darauf aufbauend lassen sich auch die Prinzipien der Infinitesimalanalysis streng be-
griinden. Dedekind fiihrt dies in [Ded12, §7] fiir den Satz durch: Wéchst eine Grofle =
besténdig, aber nicht {iber alle Grenzen, so ndhert sie sich einem Grenzwert.

2.2 Cantors Diagonalverfahren
2.2.1 Prinzipien der Cantor’schen Mengenlehre

Zundchst sollen Definitionen, Sitze und philosophische Auffassungen genannt werden,
mit denen sich L. Wittgenstein in den betrachteten Texten auseinandersetzt; insbe-
sondere wird der Zusammenhang skizziert, in dem das Diagonalverfahren steht. Dabei
bleiben etwa die Theorie der Ordnungszahlen und ihre Beziehung zu derjenigen der
Kardinalzahlen unberiicksichtigt, sowie die Arithmetik der Kardinalzahlen.

Den Mengenbegriff definiert Georg Cantor (1845-1918) folgendermafien:

Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestim-
ten wohlunterschiedenen? Objekten m unserer Anschauung oder unseres
Denkens (welche die ,,Elemente“ von M genannt werden) zu einem Gan-
zen. [Can95, §1]

Die Méachtigkeit oder Kardinalzahl einer Menge ergibt sich dadurch, , dafl von der Be-
schaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins
abstrahiert wird.“ [Can95, §1] Zwei Mengen haben genau dann dieselbe Kardinalzahl,
wenn sie dquivalent sind, d.h. ,wenn es mdglich ist, dieselben gesetzméfig in eine
derartige Beziehung zueinander zu setzen, dafl jedem Element der einen von ihnen ein
und nur ein Element der anderen entspricht.“ [Can95, §1] Cantor unterscheidet ver-
schiedene (Aquivalenz-)Klassen von Mengen, entsprechend deren Méchtigkeit [Can79,
Nr. 1]:

e Bei endlichen Mengen fallt die Machtigkeit mit der Anzahl der Elemente zusam-
men.

! Zerfillt das System R aller reellen Zahlen in zwei Classen 2A;, 2> von der Art, daB8 jede Zahl oy
der Classe 2(; kleiner ist als jede Zahl a2 der Classe 2o, so existiert eine und nur eine Zahl «, durch
welche diese Zerlegung hervorgebracht wird.“ [Ded12, §5 IV.]

% Eine Mannigfaltigkeit (ein Inbegriff, eine Menge) von Elementen, die irgendwelcher Begriffs-
sphére angehoren, nenne ich wohldefiniert, wenn auf Grund ihrer Definition und infolge des logischen
Prinzips vom ausgeschlossenen Dritten es als intern bestimmt angesehen werden mufl, sowohl ob
irgendein derselben Begriffssphire angehoriges Objekt zu der gedachten Mannigfaltigkeit gehort oder
nicht, wie auch, ob zwei zur Menge gehorige Objekte, trotz formaler Unterschiede in der Art des
Gegebenseins einander gleich sind oder nicht.“ [Can79, Nr. 3] Wie im Beispiel der damals noch un-
entschiedenen Frage, ob 7 zur Menge aller algebraischen Zahlen [Fufinote 29] gehért, muss nur ein
eindeutiges Kriterium fiir die betreffenden Entscheidungen vorliegen, diese brauchen jedoch nicht
nach aktuellem Stand der Mathematik tatsdchlich ausfithrbar zu sein.



e Unendliche, ,transfinite Mengen heiflen abzahlbar, wenn sie der Menge der
natiirlichen Zahlen dquivalent sind. [Can79, Nr. 3] Es lassen sich im Vergleich zu
endlichen Mengen iiberraschende Folgerungen ziehen: Jede unendliche Teilmen-
ge einer abzdhlbaren Menge ist wieder abzdhlbar, hat also die gleiche Kardinal-
zahl (mit X bezeichnet). Bemerkenswert ist auch, dass die Menge der rationalen
Zahlen abzidhlbar ist. Dies beweist Cantor mit Hilfe seines ersten Diagonalver-
fahrens.®

e Als ganz neu betrachtet Cantor selbst seine Idee, den Zahlbegriff zu erweitern
und eine unendliche Folge voneinander unterschiedener unendlicher Kardinal-
zahlen zu definieren. [Can79, Nr. 5 §1]. Grundlegend dafiir ist das zweite Dia-
gonalverfahren - der Beweis, dass iiberhaupt nichtabzdhlbare unendliche Men-
gen existieren: die Menge der reellen Zahlen oder - dquivalent dazu - ein ste-
tiges Intervall (Kontinuum). Cantor hatte fiir Machtigkeiten eine Grofenord-
nung festgelegt [Can95, §2] und versuchte zu beweisen, dass jede Punkt- (oder
Zahlen-)Menge entweder abzdhlbar ist oder die Machtigkeit ¢ des Kontinuums
hat [Can79, Schlussbemerkung], und somit keine Kardinalzahl zwischen X, und
¢ liegt, sondern gilt ¢ = ¥;.4

e Zu jeder Menge M gibt es eine Menge von groflerer Machtigkeit, und zwar die
Menge aller Teilmengen von M. [Can79, Nr. 5]

Vor Cantor war in der Mathematik meist nur von uneigentlich bzw. potentiell Unend-
lichem die Rede, ,in der Bedeutung einer veranderlichen, entweder iiber alle Grenzen
hinaus wachsenden oder bis zu beliebiger Kleinheit abnehmenden, aber stets endlich
bleibenden Gréfe“ [Can79, Nr. 5 §1]. Cantor meint, in neuerer Zeit habe jedoch ein da-
von zu unterscheidender Begriff Verwendung gefunden, der des eigentlich oder aktual
Unendlichen.’ Dieses lasse sich nicht auf Beziehungen endlicher Zahlen zuriickfiihren.
In den unendlichen Kardinalzahlen sieht Cantor , konkrete Zahlen von realer Bedeu-
tung"; sie gehoren zu den ,Formen und Affektionen des Eigentlich-unendlichen.“ Da-
mit ist eine unendliche Menge eine aktual unendliche Gesamtheit von Elementen.

3Die rationalen Zahlen lassen sich in einem zweidimensionalen Schema anordnen und entsprechend
der Pfeile abzdhlen. Dabei miissen nur noch doppelt vorkommende Zahlen wie % gestrichen werden.
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“Dies ist die berithmte Kontinuumhypothese. Ihr Beweis oder ihre Widerlegung war eines der 23
Probleme, die Hilbert auf dem 2. Internationalen Mathematikerkongress 1900 in Paris der mathema-
tischen Offentlichkeit vorlegte. Gddel bewies 1938, dass die Kontinuumhypothese nicht widerlegt wer-
den kann. Genauer gesagt: Fithrt die Mengenlehre (nach dem Axiomensystem von Zermelo-Fraenkel,
aber ohne das Auswahlaxiom) mit der Kontinuumhypothese zu einem Widerspruch, so liegt dieser
bereits in der Mengenlehre. P.J. Cohen zeigte dann 1963, dass die Kontinuumhypothese im Rahmen
der Mengenlehre ohne Auswahlaxiom nicht beweisbar ist. Somit ist ein Mathematiker frei, sie seinen
Axiomen hinzuzufiigen oder auf sie zu verzichten. [Ker83, 85f.]

®In der Funktionentheorie erginzt man den Definitionsbereich, die Menge der komplexen Zahlen,
um einen einzigen unendlich entfernten, aber bestimmten Punkt. Das Verhalten der Funktion (Grenz-
werte, Stetigkeit, Ableitungen) kann genauso wie an jedem endlichen Punkt untersucht werden.



2.2.2 Beweis der Nichtabzihlbarkeit eines reellen Intervalls

Bereits 1874% und 1879 [Can79, Nr. 1] hatte Cantor zwei Versionen eines Beweises fiir
folgenden Satz verdffentlicht:

Hat man eine einfach unendliche Reihe” wy,ws, ...,w,, ... von reellen, un-
gleichen Zahlen, die nach irgendeinem Gesetz fortschreiten, so 148t sich in
jedem vorgegebenen Intervalle («...3) eine Zahl n (und folglich lassen sich
deren unendlich viele) angeben, welche nicht in jener Reihe (als Glied
derselben) vorkommt.

Fiir den - nicht einschrédnkenden - Spezialfall, dass die reellen Zahlen der Reihe bereits
im Intervall [0, 1] enthalten sind, gab er in [Can90] einen noch einfacheren, klassisch
gewordenen Beweis.

Vorausgesetzt ist, dass jede reelle Zahl dieses Intervalls durch eine Dualfolge F =
(1,22, ..., Ty, ...), z; € {0,1} dargestellt wird - in anderer Notation z.B. 0,0110101...
oder 0,111.... Angenommen, eine solche Reihe ist gegeben:

Ey = (a1,1,a12, .., 01,0, ...),

EQ = (agjl, a2,2, ceey 0/271,, ),

E,=(ap1,au2, .. aup,...),

Es sei nun eine Dualfolge Ey = (b1,bo,...,by,...) € [0,1] so definiert, dass jedes b,
von a,, - also von einem Element der Diagonalen des obigen Systems - verschieden
ist. Dann kann die Gleichung Fy = £, fiir keinen positiven ganzzahligen Wert von 1
erfillt sein, da sonst b, = a, , gelten miisste. Fy gehort somit nicht zur vorgegebenen
Reihe. Da das Argument fiir eine beliebige Reihe gilt, l4sst sich die ,,Gesamtheit aller
Elemente" des Intervalls nicht in die Reihenform Fi, F», ..., E,, ... bringen.

3 Drei Themen der Philosophie Wittgensteins

Um einen Hintergrund der Bemerkungen zur Unendlichkeit anzudeuten, erliutere ich
zundchst einige Begriffe, die nicht nur im Rahmen von Wittgensteins Philosophie der
Mathematik wichtig sind.

3.1 Bedeutung, Sinn und Grammatik

[Ger96, 172-74] Wittgenstein wendet sich einerseits gegen den Psychologismus, eine
nanarchistische* Position, nach der Kriterium fiir die Wahrheit eines mathematischen
Satzes nur ist, dass der Einzelne eben in einer bestimmten Weise denkt. Ubereinstim-
mung gibt es hochstens aufgrund von Gemeinsamkeiten des menschlichen Denkens.
Wittgenstein folgt hier Frege, der kritisiert hatte: ,Wenn wir nichts erfassen kdnnten,
als was in uns selbst ist, so wére ein Widerstreit der Meinungen, eine gegenseitige
Verstandigung unmoglich, weil ein gemeinsamer Boden fehlte, und ein solcher kann

6Georg Cantor, Uber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen: Crelles
Journal f. Mathematik, Bd. 77, 1874, 258-262, in: [Can32, 115-118]

"Wird in dieser Arbeit der mathematische Begriff einer Reihe verwendet, so ist darunter immer
- entsprechend dem Sprachgebrauch Cantors und Wittgensteins - eine Folge in der heute iiblichen
Bedeutung zu verstehen.



keine Vorstellung im Sinne der Psychologie sein. Es gidbe keine Logik, die berufen
wire, Schiedsrichterin im Streite der Meinungen zu sein.“®

Wittgensteins Antwort ist jedoch keine Metaphysik der Objektivitdt in der Tradition
des Platonismus, wie sie etwa sein Cambridger Freund G.H. Hardy vertrat: ,317 is a
prime not because we think so, or because our minds are shaped in one way rather
than another, but because it is so, because mathematical reality is built that way.“
Ahnlich haben fiir Cantor Zahlen nicht nur eine intersubjektive, immanente, sondern
gleichzeitig eine transsubjektive, transiente Realitdt, insofern als ,die verschiedenen
Zahlenklassen ... Reprdsentanten von Machtigkeiten sind, die in der kérperlichen und
geistigen Natur tatsdchlich vorkommen.“ [Can79, Nr. 5 §8] Diesen metaphysischen
Zusammenhang begriindet er mit der ,Einheit des Alls, zu welchem wir selbst mit-
gehoren”, fordert aber auch, die Mathematik brauche ihre Begriffsbildungen nicht auf
ihre transiente Realitdt hin zu priifen; unfruchtbare Begriffe wiirden von selbst fallen
gelassen. Schon im Tractatus logico-philosophicus heiflt es dagegen, dass mathema-
tische Satze keine Behauptungen iiber Objekte sind:

6.2 Die Mathematik ist eine logische Methode.

Die Satze der Mathematik sind Gleichungen, also Scheinsdtze.

6.21 Der Satz der Mathematik driickt keinen Gedanken aus.

6.211 Im Leben ist es ja nie der mathematische Satz, den wir brauchen, son-
dern wir beniitzen den mathematischen Satz nur, um aus Sitzen, welche
nicht der Mathematik angehdren, auf andere zu schlielen, welche gleich-
falls nicht der Mathematik angehdren.

(In der Philosophie fiihrt die Frage: ,,Wozu gebrauchen wir eigentlich jenes
Wort, jenen Satz?“ immer wieder zu wertvollen Einsichten.)

In den frithen 30er Jahren heifit es dann: ,,Die Bedeutung ist die Rolle die das Wort im
Kalkiil spielt.“ [PG, 63.27], s.a. [PG, 56.19 ff.]. Also besteht ,die Bedeutung eines Wor-
tes zu lernen darin, dass man sich eine den Gebrauch des Wortes bestimmende Regel
(oder einen Komplex von Regeln) aneignet.“ [HH90, 234] In [PG, 64.28] fragt Wittgen-
stein nach dem Anzeichen, dass ein Kind das Wort , vielleicht* nicht nur nachspricht,
sondern wirklich versteht: ,Nun, da3 es [dieses] in bestimmten Fillen in bestimmter
Weise - in gewissen Satzverbindungen und in bestimmtem Tonfall - gebraucht.“ Der
Begriff ,Bedeutung” bezieht sich somit auf Worte, ,Sinn“ dagegen auf Sétze [TLP,
3.3]: ,Der durch den Beweis bewiesene Satz dient als Regel, also als Paradigma. Denn
nach dieser Regel richten wir uns. Aber bringt uns der Beweis nur dazu, dafl wir
uns nach dieser Regel richten (sie anerkennen), oder zeigt er uns auch, wie wir uns
nach ihr richten sollen? Der mathematische Satz soll uns ja zeigen, was zu sagen SINN
hat.“ [BGM, 163.28] Zum Verstehen des Sinns von Aussagen iiber Sachverhalte - die ja
durch mathematische Sédtze ineinander iiberfithrt bzw. voneinander abgeleitet werden
konnen -, gilt: ,Einen Satz verstehen, heifit, wissen was der Fall ist, wenn er wahr
ist.“ [TLP, 4.024] Bei mathematischen Sdtzen bedeutet dies, dass man die Richtung
eines Beweises angeben kann, also sinnvolle Sitze, die ihn begriinden wiirden [PB,
170.148]. Generell besteht der Sinn eines Satzes in Vorstellungen und Gefiihlen, die
ihn begleiten; wichtiger sind jedoch sprachliche Konsequenzen, etwa Sdtze, mit denen
man seinen Sinn erklaren kann. Sdtze erldutern einander gegenseitig; ein Satz ist ein
,Glied in einem System von Konsequenzen*, steht in logischer Beziehung zu anderen
Satzen [PG, 152f.].

Das gesamte System von Regeln fiir den korrekten Gebrauch von Worten, Ausdriicken
und Satzen ist die Grammatik [Glo00, Art. Grammatik]. Diese Regeln kénnen in

8Gottlob Frege. Grundgesetze der Arithmetik. Bd. I, Jena 1893, XIX.



»grammatischen Satzen“ ausgedriickt werden. Sie brauchen keine metasprachlichen
Aussagen (z.B. syntaktische oder schulgrammatische Regeln) zu sein, sondern wich-
tig ist nur, dass wir sie als Standard linguistischer Korrektheit verwenden. Es kann
sich daher auch um Erkldrungen der Bedeutung handeln wie Zeigen und Benennen
[HH90, 231f.], Definitionen oder Beispiele. Und: , Bedenken wir, wir werden in der
Mathematik von grammatischen Satzen iiberzeugt; der Ausdruck, das Ergebnis, die-
ser Uberzeugtheit ist also, da8 wir eine Regel annehmen. Nichts ist wahrscheinlicher,
als dafl der Wortausdruck des Resultats eines mathematischen Beweises dazu angetan
ist, uns einen Mythus vorzuspiegeln.“ [BGM, 162.26]

Wittgenstein unterscheidet spdter zwischen Oberflichen- und Tiefengrammatik von
Worten [PU, §664]; letztere bezeichnet den globalen Gebrauch von Ausdriicken. Unter-
suchung der Tiefengrammatik deckt Unsinn in philosophischen Positionen auf: , Was
ich lehren will, ist: von einem nicht offenkundigen Unsinn zu einem offenkundigen
iibergehen.“ [PU, §464] Ein Hauptanliegen Wittgensteins auch bei seiner Kritik des
Begriffs ,,unendlich” ist es, von Scheinproblemen zu befreien - hier eine englische For-
mulierung voller Energie und Optimismus [PB, 177]:

Whatever one can tackle is a problem. (So mathematics is all right.)

In Wittgensteins mittlerer Periode (nach dem Tractatus bis Mitte der 30er Jahre)
stellen die grammatischen Regeln das Fundament der Semantik dar: ,,Hinter die Re-
geln kann man nicht dringen, weil es kein Dahinter gibt.“ [PG, 244] Noch schérfer
formuliert: ,,Die Grammatik ist keiner Wirklichkeit Rechenschaft schuldig. Die gram-
matischen Regeln bestimmen erst die Bedeutung (konstituieren sie) und sind darum
keiner Bedeutung verantwortlich und insofern willkiirlich.“ [PG, 133]

3.2 Sprachspiel

[Ger96, 174-78] In der Folgezeit erweitert Wittgenstein diese Sicht. Das Konzept des
Sprachspiels 16st das der Regel in seiner Sonderstellung ab, es gilt aber immer noch:
»Das Folgen nach der Regel ist am GRUNDE unseres Sprachspiels.“ [BGM, 330.28]
Sprachspiele sind komplexe Gruppen von Regeln, denen wir ,blind“ folgen, d.h. ,,dafl
die Untersuchung der Elemente des Regelfolgens uns nicht zu verstehen hilft, was es
heif}t, ein Sprachspiel zu spielen. Im Gegenteil, das Regelfolgen 1af3t sich nur durch
Bezugnahme auf Sprachspiele begreifen.“ [HH90, 257]

Zeichen erhalten Bedeutung durch jegliche sprachliche und auflersprachliche Praxis.
Beim Lernen einer neuen Bedeutung erwirbt man nicht unbedingt die Kenntnis ei-
ner Regel, sondern lernt eine neue Technik beherrschen, ein neues Verhalten. [HH90,
233f.] Dies stellt eine Ausweitung von Freges Kontextprinzip dar (nur im Kontext des
Satzes hat ein Name Bedeutung), das dieser als Argument gegen den Psychologismus
verwendete. ,Nur im Fluf des Lebens haben die Worte ihre Bedeutung. [LPP, 913]°

Die Verwendung eines Wortes, ein Spiel und der Gebrauch des Wortes Spiel selbst sind
nicht nach allen Seiten durch Regeln eingeschrinkt - es findet eine Offnung gegeniiber
dem Kalkiilbegriff statt: ,, There rules were all we had, and once you left the boundaries
of the rules there was only nonsense. Now meaning is part of the much larger concept
of a language-game.“ [Ger96, 177] So erst kdnnen die Entwicklung von Regeln z.B.
beim Schach oder ,Familiendhnlichkeiten“ einer groflien Vielfalt von Sprachspielen
untersucht werden. Vorher konnte Wittgenstein nur den Unterschied der Bedeutungen

° Ausgehend von dieser Bemerkung kénnte man Beziehungen Wittgensteins zur Lebensphilosophie
Schopenhauers, Nietzsches oder Diltheys untersuchen. [Gef98, 165]



feststellen, wenn sich die Regeln dndern [PB, 178], und er redet sogar von zwei Arten
von Primzahlen nach der Entdeckung des Verteilungsgesetzes der Primzahlen [PG,
375].

3.3 Sicherheit und Kontingenz mathematischer Aussagen

Vor dem angesprochenen Hintergrund findet Wittgenstein seinen Weg zwischen Psy-
chologismus und Objektivismus. ,, Die Verbindung, die keine kausale, erfahrungsméfi-
ge, sondern eine viel strengere und hartere sein soll, ja so fest, dal das Eine irgendwie
schon das Andere ist, ist immer eine Verbindung in der Grammatik.“ [BGM, 88.128]
Beweise bestehen, wie gesagt, aus grammatischen, nicht empirischen Satzen. Ihre Er-
gebnisse, mathematische Sdtze, haben den fundamentalen Status von Regeln und
konnen daher nicht durch die Erfahrung revidiert werden, sondern sie gehen ihr vor-
aus, bilden einen Rahmen, innerhalb dessen Wahrheit und Falschheit, Zustimmung
und Ablehnung erst Bedeutung erhalten. [Ger96, 179, 191] Der Akt des Regelfolgens
selbst ist unstrittig (zumindest normalerweise kommt es dariiber unter Mathemati-
kern nicht zu Tétlichkeiten... [PU, §240]). Von daher riihrt die prinzipille Sicherheit
von Beweisen, auch wenn die Gemeinschaft der Mathematiker bei besonders komple-
xen Beweisen Jahre braucht, um jeden einzelnen Schritt zu iiberpriifen. Ist aber ein
Fehler gefunden, so wird dies von allen sofort akzeptiert, die den Zusammenhang ver-
stehen. ,Richtig und falsch ist, was die Menschen sagen; und in der Sprache stimmen
die Menschen iiberein. Dies ist keine Ubereinstimmung der Meinungen, sondern der
Lebensform.“ [PU, §241] Gliicklicherweise gibt es (oft? im besten Fall?) genug Uber-
einstimmung, um miteinander reden oder auch streiten zu kénnen. ,, Without a natural
environment of a certain constancy, without a shared humanity of similar needs and
reactions; unless we spoke a shared language, unless there was enough agreement, then
it would be meaningless both to deny the existence of witches and to count them.*
[Ger96, 192]

Andererseits verdndert sich die Mathematik grundlegend, ohne dass frithere Sétze
falsch werden. Konsequenzen aus bekannten Sdtzen und Verallgemeinerungen fithren
zu neuen Sichtweisen, neue Begriffe werden definiert, und es entstehen sogar neue
mathematische Disziplinen. So gilt gleichzeitig [Ger96, 186]:

(1) ,2+ 2 = 4“ is a necessary proposition in English.

(2) That ,'2 + 2 = 4’ is a necessary proposition in English“ is contingent.

Bewegt man sich etwa auflerhalb der iiblichen Addition, ndmlich im Rahmen der
Restklassen-Addition modulo 4, so gilt mit der gleichen Notwendigkeit ,2 + 2 = 0“.
Unsere Art der Mathematik hangt auch von allgemeinen Naturtatsachen ab wie der
Leistungsfahigkeit unseres Gedachtnisses: Wenn wir nur zwei Schritte eines Beweises
behalten konnten, wire unsere Mathematik eine andere. [Ger96, 185, 188]. In [BGM,
199.741.] stellt Wittgenstein das Gedankenexperiment an, unterschiedliche Messungen
der gleichen Lénge hitten unterschiedliche Resultate (z.B. die Messung eines Tisches
mit mehreren Zollstocken). Dann wiirden Langenangaben nicht falsch, sondern sinnlos.
,1f there is too much confusion, then the result would be no mathematics at all“
[Ger96, 189].

4 Zur Mengenlehre

Hier gehe ich aus von Abschnitt 137 Zur Mengenlehre aus dem Kapitel Das Unend-
liche in der Mathematik. Extensive Auffassung des Big Typescript [BT, 488-95].



[PG, 460-70] ist bis auf einige Auslassungen damit identisch. - Zuné&chst setzt sich
Wittgenstein mit dem Dedekind’schen Schnitt auseinander:

Ist ein Raum denkbar, der nur alle rationalen Punkte, aber nicht die ir-
rationalen enthdlt? Ware etwa diese Struktur fiir unseren Raum zu unge-
nau/grob/? ... Weil wir die irrationalen Punkte dann nur andherungsweise
erreichen konnten? Unser Netz wére also nicht fein genug? Nein. Die Ge-
setze gingen uns ab, nicht die Extensionen. [BT, 488.2]

In Dedekinds Terminologie ware ein solcher Raum unstetig, und somit scheint sich
die Stelle auf dessen folgende Bemerkung zu beziehen: ,Hat iiberhaupt der Raum eine
reale Existenz, so braucht er doch nicht notwendig stetig zu sein; unzahlige seiner
Eigenschaften wiirden dieselben bleiben, wenn er auch unstetig wére.“ [Ded12, 12]

Extensionen eines mathematischen Begriffs (der natiirlichen Zahlen, der Punkte im
Raum...) sind fiir Wittgenstein nur konkret gegebene mathematische Objekte. Von
einer irrationalen Zahl kann jedoch nur eine endliche Entwicklung explizit angegeben
werden - also eine rationale Zahl. Vielleicht k6nnte man die formale Prozedur, mit
der eine irrationale Zahl erzeugt wird, als Extension ansehen, dhnlich wie Funktionen
einerseits Zuordnungsgesetze sind, andererseits in der Funktionalanalysis als grundle-
gende Objekte angesehen werden, als Elemente von Mengen bzw. Vektorraumen, auf
denen wiederum Operatoren gegeben sind. Dann muss jedoch der Unterschied einer
solchen Konstruktion von der einer rationalen Zahl beachtet werden. ,,Und was ent-
spricht dieser Konstruktion in der Arithmetik? Etwa eine Zahl, die sich doch noch
zwischen die rationalen Zahlen hineinzwingt? Ein Gesetz, das nicht vom Wesen der
rationalen Zahl ist.“ [BT, 488.4] Wittgensteins Prinzip, dass die Bedeutung eines Be-
griffs in seiner Verwendung (Grammatik) liegt, hilft ihm auch hier zur Klarung.!? In
der Mathematik wird die Grammatik durch explizite Regeln bestimmt: Zur Definition
einer irrationalen Zahl muss das Bildungsgesetz angegeben werden, kann jedoch nicht
vollstdndig ausgefithrt werden, wéahrend eine rationale Zahl hingeschrieben werden
kann, nach dem ganz anderen, endlichen Gesetz Zédhler / Nenner. Die beiden Arten
von Zahlen sind also voneinander unabhéngig wie Schach- und Damespiel. Daher kann
man sie nicht vorbehaltlos auf einer Zahlengeraden anordnen. ,,Die irrationalen Zahlen
filllen keine Liicke aus, die die rationalen offen lassen.“ [BT, 488.3].

Entsprechend liegt der , Fehler in der mengentheoretischen Betrachtungsweise* darin,
»Gesetze und Aufzdhlungen (Listen) als wesentlich Eins zu betrachten und sie anein-
ander zu reihen“ [BT, 489.1], also die Menge der reellen Zahlen zu bilden. Von einem
anderen Ausgangspunkt her argumentiert Wittgenstein folgendermaflen: ,, Wenn die
irrationale Zahl durch die Gesamtheit ihrer Naherungswerte gegeben ist, so gdbe es
bis zu jedem beliebigen Punkt eine Reihe, die mit der von  iibereinstimmt... Auf die
Frage 'wie wiirde uns 7w abgehen’, miisste man antworten: 7, wenn es eine Extension
ware, wiirde uns niemals abgehen.“ Dann kénnte man auch nicht von einer , Gesamt-
heit aller irrationalen Zahlen“ [BT, 497.2] reden. Sowohl in Bezug auf Entwicklungen
einer irrationalen Zahl als auch auf die Menge der reellen Zahlen ist also das ,, wirklich
Unendliche* ein verworrener Begriff. Ein weiterer Grund dafiir ist der unklare Begrift
der irrationalen Zahl [BT, 496.2].1! Unter ihm werden die verschiedensten Bildungsge-

OIn [BT, 489.3/4] bezeichnet Wittgenstein das Ordnen rationaler oder reeller Zahlen aufgrund
einer solchen Analyse als Scheinbegriff, und er weist auf grundlegende Unterschiede im Mengenkalkiil
und im Kalkiil der natiirlichen Zahlen hin, die gemeinsame Ausdrucksweisen als sehr irrefithrend
erscheinen lassen. Die erste Problematik wird in [BGM, 129.16] wieder aufgegriffen und auf S. 16
behandelt, die zweite auf S. 13.

1Die weitergehende Bemerkung , Der Wirrwarr in der Auffassung des 'wirklich Unendlichen’ kommt
von dem unklaren Begriff der irrationalen Zahl her“ kann ich nicht ganz nachvollziehen. Vielleicht



setze zusammengefasst, ,,ohne klare Begrenzung des Begriffs“, das heifit es gibt keine
endliche Menge von Regeln zur Erzeugung irrationaler Zahlen. Somit kdnnen noch
nicht einmal diese angegeben, geschweige denn ,alle reellen Zahlen“ aufgezdhlt wer-
den. Drei schone Beispiele fiir Arten irrationaler Zahlen analysiert Wittgenstein in
[BT, 499-504]. Der Begriff ,regellose unendliche Dezimalzahl“ dagegen hat keinerlei
Aussagekraft: ,,Wie unterscheidet sich ein unendlich kompliziertes Gesetz vom Fehlen
eines Gesetzes?“ [BT, 505.3]

Im Hintergrund stehen unterschiedliche Auffassungen des Kontinuums bzw. der Ste-
tigkeit. C. Thiel [Thi95, 186-195] stellt Aristoteles’ Standpunkt demjenigen der mo-
dernen Topologie gegeniiber. In dieser wird eine Menge, die zugleich abgeschlossen
und zusammenhdngend ist, ein Kontinuum genannt. Ein solches ist etwa das Intervall
[0,1] € R. Abgeschlossen ist es, da alle Haufungspunkte (in jeder Umgebung eines
solchen liegen Punkte aus dem Intervall) in [0, 1] enthalten sind. Zusammenhéngend
bedeutet: Wird das Intervall in zwei beliebige disjunkte Teilintervalle L und R zer-
legt'?, dann exisitiert entweder in L ein Punkt d, der zugleich Haufungspunkt von R
ist, oder in R ein Punkt d’, der zugleich Haufungspunkt von L ist. Dies entspricht
dem Dedekind’schen Postulat als Charakterisierung der Stetigkeit der Geraden sowie
der reellen Zahlen.

Bei Dedekind, Cantor und in der Standard-Topologie und -Analysis nach ihnen wer-
den geometrische Gebilde wie eine Gerade als Mengen arithmetisch gegebener Punkte
aufgefasst. Fiir Aristoteles dagegen sind Punkte und Geraden / Strecken eigenstdndige
Objekte. Nur die Endpunkte von Strecken sind als Punkte gegeben. ,,Ein Punkt aber
kann selbst keine Grenze mehr haben, so dal Punkte einander nicht beriihren und
infolgedessen auch kein Kontinuum bilden k6nnen... Eine Gerade oder eine Strecke ist
vielmehr insofern ein Kontinuum, als sie beliebig oft teilbar ist, wobei aber ihre Teile
und damit auch thre Grenzen, die Punkte immer nur potentiell, der Mdglichkeit
nach, 'in’ einem solchen Kontinuum vorhanden sind.“ [Thi95, 189] Auch Wittgenstein
sieht Strecken und Kurven nicht als Punktmengen an [S. 11], [BT, 488.5-6]. In [BT,
496.1] weist er auf den Widerspruch hin, dass die Mengenlehre z.B. fiir R das Bild einer
nach allgemeinem Sprachgebrauch diskontiuierlichen Punktmenge verwendet, jedoch
diesem Bild widersprechend dann Kontinuitdt aussagt. Der beliebigen Teilbarkeit einer
Strecke bei Aristoteles entspricht der Hinweis, dass die Endpunkte rationaler Inter-
valle beliebig dicht liegen kénnen [BT, 488.4].1% Entsprechend der nicht-extensionalen
Auffassung irrationaler Zahlen wird auch geometrisch durch eine Strecke der Lénge
V2 kein Punkt konstruiert (als Endpunkt der Diagonalen des Einheitsquadrats), der
von allen Ndherungen (durch Teilen von Strecken) zu unterscheiden wére [BT, 496.3].
,Der 'Schnitt in einem irrationalen Punkt’ ist ein Bild, und ein irrefiihrendes Bild.“
[BT, 496.5]

Wittgenstein besteht - zundchst allgemein - auf einer intensionalen gegen die ex-
tensionale Auffassung von Unendlichkeit. , Alle Paradoxe des Unendlichen 16sen sich
wenn man einsieht dafl im Bereich der unendlichen Zahlenreihe nur die intensiona-
le Allgemeinheit Sinn hat.“ [Ms, 1.115.2] Es gibt keinen sinnvollen Begriff, zu dem
eine aktual unendliche Menge von Extensionen gehoren wiirde; auch Cantors Defi-
nition einer Menge ist dann revisionsbediirftig. Unendlichkeit kann nur intensional,
in Begriffsbestimmungen auftreten, und dann muss sie potentiell aufgefasst werden:

ist sie in dem Sinn gemeint, dass der wichtigste Anstoss zu Cantors transfiniter Mengenlehre das
Problem der reellen Zahlen und die Unterscheidung abzdhlbarer und iiberabzdhlbarer Mengen war.
?Es gilt also LUR=1, LNR =0 und « < y fiir alle x € L und y € R.
13Daher lage fiir Wittgenstein eine Auffassung des Kontinuums in der Tradition des Aristoteles
nahe. Wie weit er sich tatsdchlich damit identifiziert, habe ich nicht untersucht.
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, Unendlich ist nur die Moglichkeit’ heiflt: 'unendlich’ ist ein Zusatz zu 'u.s.w.”: Und
soweit es dies ist, gehort es in eine Regel, ein Gesetz.“ [BT, 528.1.4]'* So kann Dede-
kind neu interpretiert werden: ,Ein Schnitt ist ein Prinzip der Teilung in grofler
und kleiner.“ [BT, 496.5]

[BT, 490.1-3] entwickelt ein Beispiel fiir diese Sichtweise. In Bemerkung [BT, 488.6]
war bereits der Schnittpunkt zweier Kurven angesprochen,® nun geht es um die Be-
deutung des Ausdrucks ,,das Maximum einer Kurve“. Wittgenstein schligt eine kon-
struktive Definition vor: ,...so frage man sich: wie findet man es?“ Sieht man eine
Kurve als wirklich unendliche Punktmenge an, so verleitet die Syntax dazu, einen
formal gleichen Satz wie fiir eine endliche Punktmenge zu bilden, etwa: Das Maxi-
mum liegt héher als alle anderen Punkte. Dies verwirft Wittgenstein apodiktisch, in
Form einer Existenzaussage: ,,Es gibt ein Gesetz einerseits und Punkte auf der Kur-
ve anderseits - aber nicht 'alle Punkte der Kurve’.“ Noch deutlicher ist [PB, 211]:
»,Die Mathematik ist ganz durch die perniziose mengentheoretische Ausdrucksweise
verseucht. Ein Beispiel dafiir ist es, dal man sagt, die Gerade bestehe aus Punkten.
Die Gerade ist ein Gesetz und besteht aus gar nichts. Die Gerade als farbiger Strich im
visuellen Raum kann aus kiirzeren farbigen Strichen bestehen (aber natiirlich nicht
aus Punkten).“ Auch die Beschreibung des Maximums mittels potentieller Unend-
lichkeit fiihrt nicht weiter: ,’'Das Maximum ist doch aber hoéher, als jeder beliebige
andre Punkt der Kurve.” Aber die Kurve besteht ja nicht aus Punkten, sondern ist
ein Gesetz, dem Punkte gehorchen.“ Wichtig ist Wittgenstein, die Sinnlosigkeit einer
solchen Redeweise herauszustellen. Eine Handlung, die wir prinzipiell nicht ausfiithren
und deren Ergebnis wir daher nicht {iberpriifen kdnnen (der Vergleich aller Punkte),
kann nicht sinnvoll beschrieben werden.

Beispielsweise erhdlt man durch Einsetzen eines z-Wertes in die Funktionsgleichung
y = —2” einen bestimmten Punkt der Ebene. Verbindet man viele solcher Punkte,
erhdlt man als Kurve eine Parabel. Das Maximum ist der Punkt, der der Funkti-
onsgleichung geniigt und den grofiten y-Wert hat. Da ein Quadrat > 0 ist, ,erkennt
man leicht“,!® dass das Maximum im Punkt (0]0) liegt (in anderen Féllen fiihrt die
Betrachtung der Ableitungen zum Ziel). Sicherlich sind dafiir mehrere schon selbst-
verstdndlich gewordene Schlussfolgerungen - Anwendungen von Gesetzen - nétig. Un-
endlich viele Punkte vergleicht man natiirlich nicht, einzelne héchstens, um sich das
Gesetz anhand von Beispielen klar zu machen. Man weifl jedoch aufgrund der Defini-
tion: ,Das Maximum der Kurve liegt hoher als irgend welche Punkte der Kurve, die
man etwa konstruiert” - in dieser nuancierten Ausdrucksweise kann man von potentiell
Unendlichem reden.

Dabei ist zu beachten: ,,Es gibt ein Gefiihl: 'In der Mathematik kann es nicht Wirk-
lichkeit und Moglichkeit geben. Alles ist auf einer Stufe. Und zwar in gewissem Sinne
wirklich’. - Und das ist richtig. Denn Mathematik ist ein Kalkiil; und der Kalkiil
sagt von keinem Zeichen, dafl es nur mdéglich ware, sondern er hat es nur mit den
Zeichen zu tun, mit denen er wirklich operiert. (Vergleiche die Begriindung der
Mengenlehre mit der Annahme eines mdglichen Kalkiils mit unendlichen Zeichen.)*
[BT, 495.2] Diese Bemerkung wendet sich u.a. gegen L.E.J. Brouwers (1881-1966) in-
tuitionistische Sicht des potentiell Unendlichen als einer Idealisierung der Aktivitat

1*Dies ist Teil eines bereits kritischen, einschrankenden Eigenzitats [vgl. S. 19].

15 Der Schnittpunkt zweier Kurven ist nicht das gemeinsame Glied zweier Klassen von Punkten,
sondern der Durchschnitt zweier Gesetze.*

16 Ahnliche Formulierungen werden in der mathematischen Literatur manchmal iibertrieben hiufig
gebraucht und konnen fiir Nicht-Spezialisten des entsprechenden Fachgebiets Anlass zu anstrengen-
dem Nachdenken oder Nachschlagen sein: offensichtlich gilt, bekanntlich, on reconnait facilement, one
easily checks, obviously, it’s well-known that...
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eines Mathematikers, der wiederholt Resultate einer Regelanwendung erzeugt. Wird
dieser Prozess von auflen als ein Ganzes betrachtet, unterscheidet sich diese Auffas-
sung wenig von Cantors Idee des aktual Unendlichen. [Gef98, 180] Dagegen betont
Wittgenstein, dass jeweils ein neuer Akt der Einsicht notig ist, wenn eine Instanz ei-
ner Regel gebildet wird. ,D.h. es wohnt dem Wort 'u.s.w.’ keine geheime Kraft inne,
durch die nun die Reihe fortgesetzt wird, ohne fortgesetzt zu werden.“ [PG, 282] Er
akzeptiert nur endliche Zeichenketten als mathematische Beweise. Damit kann keine
unendliche Menge auf einmal erfasst werden, und das Kontinuum (als Punktmenge)
ist mit diskreten Begriffen nicht vorstellbar.

,Die Uberlegungen der Mathematiker iiber das Unendliche sind doch lau-
ter endliche Uberlegungen.“ [Ms, 1.104.4f]'"

,» s ist schwer, sich von der extensiven Auffassung ganz frei zu machen: So denkt man:
'Ja, aber es mufl doch eine innere Beziehung zwischen 2% + y® und 23 bestehen, da
doch (zum mindesten) die Extensionen dieser Ausdriicke, wenn ich sie nur kennte,
das Resultat einer solchen Beziehung darstellen miifiten’.“ [BT, 486.2] Die durch den
Satz von Fermat (fiir den Exponenten 3) gegebene Beziehung kann nicht durch eine
Beziehung ,aller* Extensionen begriindet werden, denn die Rede vom Durchlaufen
einer unendlichen Zahlenreihe oder vom Priifen einer unendlichen Zahl von S&tzen
ist sinnlos [BT, 482, 486.3], vgl. [PB, 232.189]. Der Beweis des Satzes stellt dagegen
komplizierte allgemeine Uberlegungen an, analytische Urteile'®: , Der mathematische
Satz weifl selbst, dafl er wahr, oder dafl er falsch ist. Wenn er von allen Zahlen han-
delt, so mufl er auch schon alle Zahlen iibersehen. Wie der Sinn, so mufl auch seine
Wahrheit oder Falschheit in ihm liegen.“ [BT, 484.4] Ware - wie noch zu Wittgen-
steins Zeit moglich - im System der Mathematik kein Beweis fiir den Satz von Fermat
zu erhalten, so konnte man auch keinen objektiven Zusammenhang postulieren, etwa
mit der Begriindung: Als beschrankter Mensch kann ich nicht alle Extensionen iiber-
sehen, aber in der - von der Sprache unabhingigen! - Wirklichkeit gilt der Satz, oder
er gilt nicht. Dies widerspricht Wittgensteins grundlegender ,,These der Sprache als
universelles Medium* [HH90, 14ff., 46ff.], vgl. [PB, 146.124], und es zeigt sich deren
Zusammenhang mit seiner Ablehnung des aktual Unendlichen.

Es gibt also auch Eigenschaften einer Zahl, die ,,nicht vorauszusehen sind. Man sieht sie
erst, wenn man zu ihr kommt.“ [BT, 486.1] Dazu zdhlt z.B., ob eine Zahl eine Primzahl
ist, oder wo in der Entwicklung von 7 eine Gruppe 777 vorkommt. [BT, 499.1] Man
trifft nicht ein vorgegebenes Zahl-Individuum an, sondern das Zdhlen ,erzeugt und ist
die Zahl“ [BT, 486.1]. Dieses Offenbarsein des Sinns [BT, 495.1] sowie die Ablehnung
einer verborgenen Wirklichkeit hinter deren sprachlicher Formulierung schwingen wohl
bei folgender Bemerkung mit und machen ihre Nichttrivialiatdt aus'®: ,So seltsam es

1"Piir David Hilbert (1862-1943) ist dies eine Selbstverstandlichkeit [Hil26, 162], und auch Zermelos
unendliche Logik muss in diesem Sinn verstanden werden: “He went on to say that 'our system of
signs is always an incomplete device, shifting from case to case. It reflects our finite understanding
of the infinite, which we cannot immediately and intuitively ’survey’ or comprehend, though at least
we can approach mastery step by step’... He went on to propose an infinitary logic, with conjunctions
and disjunctions of any set of propositions and well-founded infinitary proofs* [Lav98, 140]

18 Allerdings lasst sich Wittgensteins Philosophie nicht auf Kants Alternative synthetischer und ana-
lytischer Urteile festlegen. So meinen M. und J. Hintikka zwar grundsé&tzlich: ,Nach seiner Auffassung
gibt es kein synthetisches Apriori, kein 'Mittelding zwischen Wissenschaft und Logik’." [HH90, 204]
Dennoch stellen sie gewisse Parallelen zu Husserls Auffassung des synthetischen Apriori fest. - Hier
selen nur noch einige Stellen genannt, in denen Wittgenstein ausdriicklich auf diese Frage eingeht:
[Ms, 1.155.1.], [PB, 126-129], [PB, 156.151.8], [PG, 403f.]. In [BGM, 246.43] schreibt Wittgenstein (in
welchem Sinn?) vom ,synthetischen Charakter der mathematischen Satze“ und nennt die Verteilung
der Primzahlen als , Beispiel fiir das, was man synthetisch a prior: nennen kdnnte“.

19 AuBerdem driickt sie einen Gegensatz zu Brouwers Sicht des potential Unendlichen aus [S. 11].
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klingt, die Weiterentwicklung einer irrationalen Zahl ist eine Weiterentwicklung der
Mathematik.“ [BGM, 267]

In [BT, 491.1] kommt Wittgenstein auf Cantors Theorie der transfiniten Zahlen zu
sprechen. ,Man gibt ndmlich zu, dafl die unendlichen Zahlen eine andere Art Zahlen
sind, als die endlichen, aber man mifiversteht nun, worin hier der Unterschied ver-
schiedener Arten besteht. Dafl es sich ndmlich hier nicht um die Unterscheidung von
Gegenstanden nach ihren Eigenschaften handelt, wie wenn man rote Apfel von gelben
unterscheidet, sondern um verschiedene logische Formen.“ Es geht also um Unter-
schiede nicht in der Schulgrammatik, sondern der oft dadurch verhiillten , Struktur,
so wie sie von der formalen Logik mit dem Ziel paraphrasiert wird, diejenigen Ziige
des Satzes zu enthiillen, die fiir die Giiltigkeit von Argumenten, in denen er auftritt,
wichtig sind.“ [Glo00, Art. Logische Form]?° Die extensionale Auffassung der Mathe-
matik begeht einen entscheidenden Kategorienfehler?!, wenn sie ,, unendlich® wie eine
natiirliche Zahl behandelt. ,,’Unendlich’ ist namlich nicht das letzte Glied oder Ele-
ment in der Reihe der natiirlichen Zahlen, sondern mit dem Wort 'unendlich’ driickt
man eine Eigenschaft der Reihe insgesamt aus“ [Kie97, 147|. Daher haben auch die
Worte ,mehr” und ,gréfler verschiedene Bedeutungen; so kann man nicht fragen:
,Um wieviel ist oo gréfier als 37“ Es ist nicht nétig, das Bild des Unendlichen als einer
ungeheuren (grofer als jede natiirliche Zahl), wirklich gegebenen Grofle heraufzube-
schworen. [BGM, 142.59]

Cantor hatte Kardinalzahlen iiber die Ahnlichkeit von Mengen definiert, also 1:1-
Zuordnungen ihrer Elemente. ,Das, was man im Fall einer endlichen Klasse 'Zuord-
nung aller ihrer Glieder mit andern’ nennt, ist etwas ganz anderes, als das, was man
z.B. eine Zuordnung aller Kardinalzahlen mit allen Rationalzahlen nennt.“ [BT, 491.1]
In diesem Fall heifit es nichts, alle Elemente zuzuordnen, und so kann nicht einmal
der Versuch gemacht werden. Ein neuer, ganz anderer Sinn kann dieser Zuordnung
nur durch das 1. Diagonalverfahren gegeben werden. In [BGM, 136.38] gesteht Witt-
genstein der gemeinsamen Bezeichnung ein stdrkeres Recht zu, folgert sogar aus der
Analogie, dass die Grammatik von ,endlos* oder Xy Ahnlichkeit mit der eines Zahl-
worts hat. Dieses gibt jedoch die Anzahl der Glieder einer endlosen Reihe an. Von
einer Anzahl des Begriffs ,endlose Folge* selbst zu reden - d.h. etwa den Ausdruck
zu bilden , Klasse aller Klassen, die mit der Klasse 'endlose Folge' zahlengleich sind“
-, hat jedoch genauso viel Sinn wie Engel zu zdhlen, die auf einer Nadelspitze Platz
haben - es gibt keine Verwendung dafiir.

Im Zuge der Uberarbeitung seiner Manuskripte aus den Jahren 1929-30 iiberwindet
Wittgenstein eine dogmatische Haltung, die nur intensionale Unendlichkeit zulésst.
»Wenn ich sage, 'unendlich’ sei eine Charakteristik einer Regel, so beziehe ich mich
auf eine bestimmte Bedeutung des Worts.“ [PB, 304 Eine extensionale Auffassung
des Unendlichen bleibt nach wie vor unsinnig, jedoch steht die Verwendung von ,un-
endlich“ auflerhalb der Mathematik oft jenseits dieser Alternative [Kie97, 158f.], [S.
19]. Innerhalb der Mathematik verwirft Wittgenstein nicht Redewendungen, die eine
extensionale Auffassung suggerieren, sondern will ihre Grammatik klaren [BT, 520.2].

20 Auf die Verbindung dieses Begriffs mit der Bildtheorie des Tractatus soll hier nicht eingegangen
werden. An dieser Stelle wird er natiirlich unabhangig davon verwendet, gleichbedeutend mit einem
Hinweis auf die unterschiedlichen Grammatiken des Wortes , Zahl“. [Hac97, 157]

21 Als Beispiel folgendes Zitat: ”...infinitary objects are extrapolated (‘idealized’) versions or coun-
terparts of the finite ones... Once one accepts the extrapolation view, that state of affairs does not
seem unsatisfactory, since one can describe the nature of the idealization so precisely. The state of
affairs is not much worse than that of, say, our knowledge of what it is like in the core of a neutron
star. Without extrapolation, however, understanding the nature of infinite sets has been one of the
main mysteries of the philosophy of mathematics.“ [Lav98, 316f.]
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»Bs wiirde freilich nichts schaden, ja sehr interessant sein, die Analogie zwischen dem
Maximum einer Kurve und dem Maximum (in anderem Sinne) einer Klasse von Punk-
ten zu sehen, solange uns die Analogie nicht das Vorurteil eingibt, es liege im Grunde
beidemal dasselbe vor.“ [BT, 490.1] Und der Begriff ,, Gesamtheit von Punkten* konn-
te doch im Zusammenhang der konstruktiven Definition des Maximums Bedeutung
erhalten [BT, 490.3], kritischer in [BT, 488.6].

Am Ende des Abschnitts ,, Zur Mengenlehre“ bringt Wittgenstein zusammenfassende
Bemerkungen zu seiner Kritik.

Die Mengenlehre sucht das Unendliche auf eine allgemeinere Art zu fassen,
als es die Untersuchung der Gesetze der reellen Zahlen kann. Sie sagt, dass
das wirklich Unendliche mit dem mathematischen Symbolismus iiberhaupt
nicht zu fassen ist und daf} es also nur beschrieben und nicht dargestellt
werden kann. Die Beschreibung wiirde es etwa so erfassen, wie man eine
Menge von Dingen, die man nicht alle in der Hand halten kann, in einer
Kiste verpackt tragt. Sie sind dann unsichtbar, und doch wissen wir, dafl
wir sie tragen (gleichsam indirekt). Man kdnnte von dieser Theorie sagen,
sie kaufe die Katze im Sack. Soll sich’s das Unendliche in seiner Kiste
einrichten, wie es will. [BT, 494.1.1]

Hier wird die Nichtexistenz eines Kalkiils fiir alle reellen Zahlen wieder als Hauptpro-
blem der Theorie unendlicher Mengen angesehen. Ahnlich wie im Zusammenhang mit
dem Satz von Fermat angesprochen [S. 12], kritisiert Wittgenstein eine ,verdéchtige
Allgemeinheit“ BT, 493.2], s.a. [BT, 489.5|, die ,, Atmosphére von Gedankennebeln,
die den blofien Kalkiil umgibt.“ [BT, 495.3]?? Kein Mathematiker kann erkliren, was
er unter dem Begriff des aktual Unendlichen genau versteht. ,,So verpackte Begriffe
diirfen wir allerdings verwenden, aber unsere Zeichen haben ihre Bedeutung immer
iiber Definitionen, die eben die Begriffe /Strukturen/ so verhiillt haben; und gehen
wir diesen Definitionen nach, so werden die Strukturen wieder enthiillt.“ [BT, 494.1.2]

Auch ,,abgehobene” Teile des Mengenkalkiils wie die Arithmetik und Sétze iiber un-
endliche Kardinalzahlen sind damit nicht als etwas Falsches erwiesen (hochstens als
etwas Uninteressantes). Problematisch ist jedoch die Interpretation: Das wirklich Un-
endliche existiert, ist menschlicher Erkenntnis aber nicht zuginglich. Daher musste ein
endlicher Symbolismus gefunden werden, der es handhabbar macht, dhnlich wie dies
in Bezug auf das unendlich Kleine durch die Betrachtung von Grenzwerten endlicher
GroBen geschah.?® Diese scheinbare Beschreibung eines ,der Mengenlehre zugrunde
liegenden, fiktiven Symbolismus“ [BT, 495.3], dieser Bezug des endlichen Symbolismus
auf ein allgemein verstandenes Unendliches ist Unsinn.?*

?2|BT, 493.3] bringt diesen Gedanken in Verbindung mit der Kritik an metaphysischen erkenntnis-
theoretischen Aussagen.

*3Vgl. [Hil26]. Einerseits bezieht er sich zwar auf das aktual Unendliche [Hil26, 167], will jedoch
mit seiner Theorie idealer Aussagen ,das Unendliche im Sinne der unendlichen Gesamtheit, wo wir
es jetzt noch in unseren Schlufiweisen vorfinden, als etwas blo Scheinbares erkennen.“ [Hil26, 162]

**Beispielsweise heifit es zum Induktionsbeweis in [M$S, 5.151.1.1]: ,Der Witz unserer Darstellung
ist ja daBl der Begriff ’'alle Zahlen’ nur durch eine Struktur der Art [1,&,£ + 1] gegeben ist. Die
Allgemeinheit ist durch diese Struktur im Symbolismus dargestellt und kann nicht durch ein () - fz
beschrieben werden.“ Ein im Sinn einer Totalitdt aufgefasster allgemeiner Term fz ist fiktiv. ,Ein
Induktionsbeweis 'beweist’ also nicht, dafl etwas fiir unendlich viele oder 'alle’ Zahlen gilt, weil er
iiberhaupt kein spezieller Beweis ist, sondern er zeigt nur auf, dafl man fiir jede beliebige vorgelegte
Zahl einen solchen Beweis konstruieren kann.“ [Kie97, 176] - Bei einem fiktiven Symbolismus kann
man auch denken an die ,Begriindung der Mengenlehre mit der Annahme eines moglichen Kalkiils
mit unendlichen Zeichen“ [BT, 495.2], vgl. Funote 17 und [S. 11].
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Wittgenstein will also den Begriff des Unendlichen nicht aus der Mathematik streichen,
sondern seinen Sinn duch genaue Analyse der Verwendungen kliren. F. Waismann,
einer der Griindungsmitglieder des Wiener Kreises, der dort Wittgensteins Gedanken
bekannt machte und sich (auch) in seiner Philosophie der Mathematik auf Wittgen-
stein bezieht,?® formuliert so (in Bezug auf die Grenzwertbildung in der Analysis):
»Wenn in einer mathematischen Aussage der Begriff 'unendlich’ vorkommt (im Sinne
des Potential-Unendlichen), so 1t sich derselbe Sachverhalt auch durch ein System
von Aussagen beschreiben, in die nur Beziehungen zwischen endlichen Zahlen ein-
gehen. Man konnte somit den Ausdruck ’unendlich’ ganz aus dem Wortschatz der
Mathematik verbannen, ohne damit das Geringste vom Inhalt ihrer Satze zu opfern.“
Jedoch sei es ,,vorteilhaft, das Unendliche als eine fagon de parler beizubehalten. Die-
ser Begriff ist also ein Symbol, dessen wir uns bedienen, um gewisse Beziehungen in
kurzer und iibersichtlicher Weise zu beschreiben.“ [Wai96, 90] Und Wittgenstein:

'Soll man das Wort >unendlich< in der Mathematik vermeiden?’ Ja; dort,
wo es dem Kalkiil eine Bedeutung zu verleihen scheint; statt sie erst von
ihm zu erhalten.“ [BGM, 141.58]

5 Bemerkungen iiber die Grundlagen der Mathematik

Im Abschnitt [BGM, 125-42] behandelt Wittgenstein ausfiihrlich Cantors Diagonalver-
fahren. Dabei macht er zundchst wieder seine intensionale Auffassung von irrationalen
Zahlen deutlich: Er spricht von einer ,Diagonalregel“, Zahlen sukzessive herzustellen,
die von jeder einer vorgegeben Zahlenreihe - z.B. den Wurzeln - verschieden sind
[BGM, 126.3]. In [Ms, 2.268.1] heifit es: ,Wendet man meine Betrachtung auf das
Cantorsche Diagonalverfahren an, so ergibt sich: Eine unendliche Menge von Dezi-
malbriichen kann nur ein Gesetz bedeuten nach dem Gesetze gebildet werden und das
heifit eigentlich eine Funktion von zwei Verdnderlichen. F'(z,y) ist die allgemeine Form
dieser Dezimalbriiche.“ Expliziter lasst sich eine Irrationalzahl nicht angeben, und es
ist auch unnétig, denn man weif}, wie man sie in ihrer ,mathematischen Umgebung*
verwenden, also Rechenoperationen ausfithren kann. In diesem Sinn sind die Methode,
eine (irrationale) Zahl zu kalkulieren, und ihr Resultat eins. Die Aufforderung , Zei-
ge mir eine Zahl“ geht iiber in die Frage "Wozu kann man diese Zahl brauchen?”.
Wieder zeigt sich die Sichtweise von Mathematik als Sprache, deren Begriffe einander
gegenseitig erkldren - Zusammenhang, Struktur ist entscheidend.

Vergleicht man eine Reihe reeller Zahlen mit ihrer Diagonalzahl, so vergleicht man
Methoden des Kalkulierens. Resultate der Methoden zu vergleichen - also Extensio-
nen - hat dagegen keinen klaren Sinn, denn es gibt nicht das Resultat, sondern eher
eine unendliche Reihe von Resultaten. [BGM, 126.4-5] Zwar wird das Resultat einer
Kalkulation mit einem Wort wie Wurzel oder Diagonalzahl bezeichnet, aber: ,Der
Wortausdruck wirft nur einen matten allgemeinen Schein auf die Rechnung; die Rech-
nung aber ein grelles Licht auf den Wortausdruck.“ [BGM, 127.7]. Kann man natiirli-
che Zahlen auf ihre Gleichheit priifen, so hat der Vergleich unendlicher Reihen von
Resultaten noch keinen Sinn. Es muss erst eine neue Methode definiert werden, und
im Fall des Vergleichs mit einer unendlichen Reihe von unendlichen Dual- oder Dezi-
malentwicklungen ist ezne Moglichkeit das zweite Diagonalverfahren: ,’Ich will dich
eine Methode lehren, wie du in einer Entwicklung allen diesen Entwicklungen nach
der Reihe ausweichen kannst.’* [BGM, 127.8] Im folgenden Abschnitt nennt Witt-
genstein eine andere mogliche Methode: ,,Die Diagonalzahl wird durch Addition oder

25ygl. [Hac97, 82, 84, 103, aber auch 582].
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Subtraktion von 1 erzeugt, aber ob zu addieren oder zu subtrahieren ist, erfdhrt man
erst, wenn man die urspriingliche Reihe um mehrere Stellen fortgesetzt hat.“ [BGM,
127.9] Hier kann schon leichter eine Diskussion ausbrechen, ob die Diagonalreihe von
jeder der urspriinglichen Reihen verschieden ist. Durch eine objektivistische Sicht auf
Zahlen ist ,,jede Gelegenheit gegeben, die Bedeutungen zu drehen und zu wenden.“
[BGM, 126.4] Wittgenstein akzeptiert dagegen, dass man sich nicht auflerhalb des Zu-
sammenhangs von Mathematik, Sprache und menschlicher Praxis stellen und sie etwa
mit einer ,mathematischen Wirklichkeit* vergleichen kann. Mathematische Axiome
und Definitionen sind kontingent, und entsprechende Sprachspiele k6nnen nicht wei-
ter begriindet werden (wohl aber kann man ihren Nutzen erklaren). ,Das Gefdhrliche,
Tauschende der Fassung: 'Man kann die reellen Zahlen nicht in eine Reihe ordnen’
oder gar 'Die Menge ... ist nicht abzahlbar’ liegt darin, dafl sie das, was eine Begriffs-
bestimmung, Begriffsbildung ist, als eine Naturtatsache erscheinen lassen.“ [BGM,
131.19] Eher kénnte man sagen: “Den Zahlbegriff X nenne ich unabzédhlbar, wenn
festgesetzt ist, dafl, welche der unter ihn fallenden Zahlen immer du in eine Reihe
bringst, die Diagonalzahl dieser Reihe auch unter ihn fallen solle.“ [BGM, 128.10]%¢

Um die Bedeutung dieses Begriffs weiter zu klaren, fragt Wittgenstein nun nach seiner
Verwendung, bzw. nach dem Nutzen des 2. Diagonalverfahrens [BGM, 129.12]. Seine
erste Antwort ist sehr ironisch und vernichtend: Der einzige Zweck dieses Hohenflugs
im Reich des Unendlichen scheint zu sein, einen Verriickten zu beruhigen, der ,tagaus
tagein versuchte ’alle Irrationalzahlen in eine Reihe zu bringen’* - und das nicht einmal
mit groflen Erfolgsaussichten [BGM, 129.13].

Eine positivere Antwort findet Wittgenstein, indem er zunéchst seine Sinnkritik ra-
dikalisiert und schon die Frage nach der Abzdhlbarkeit der reellen Zahlen einbezieht.
,Der Fehler beginnt damit, dafl man sagt, die Kardinalzahlen lieflen sich in eine Reihe
ordnen.“ [BGM, 129.16] Diese Aussage direkt sieht Wittgenstein wohl nicht als Feh-
ler an, sondern die darauf folgende Illusion, ,in eine Reihe ordnen® habe unabhéngig
von der Art von Zahlen einen Sinn. Dieser Begriff ist von Fallen wie den natiirlichen,
geraden oder Fibonacci-Zahlen abstrahiert, und die Analogie kann mittels Cantors
erstem Diagonalverfahren auf die rationalen Zahlen ausgeweitet werden. Nun gibt es
ja Reihen spezieller irrationaler Zahlen, und man kdénnte fragen: Lasst sich eine davon
so fortsetzen, dass sie alle reellen Zahlen (formal als unendliche Dezimalentwicklung
definiert) enthélt, oder eine neue entsprechende Reihe finden? Dies ist jedoch zu vage;
da es keinen konstruktiven Begriff einer reellen Zahl gibt (s. ,, ARTEN IRRATIONALER
ZAHLEN“ [BT, 139: 499.1-504.2], [S. 9]), lasst sich kein allgemeines Verfahren angeben,
mit dem man versuchen konnte, diese in eine Reihe zu ordnen. Um aber die Aussage:
,Die reellen Zahlen lassen sich in eine Reihe ordnen“ verneinen zu kdnnen, muss man
sie verstehen.?” Der Sinn muss offenkundig und klar sein [S. 12], d.h. das prinzipielle
Vorgehen, einen Beweis zu suchen, muss aus der Formulierung des Satzes erschlossen
werden kénnen [S. 6].28 - Trotzdem dient das Diagonalverfahren einem Zweck:

26Wittgenstein vermeidet den Begriff der Uberabzihlbarkeit, denn verschiedene Arten unendlicher
Mengen lassen sich nicht auf die gleiche Art wie natiirliche Zahlen nach der Grofle vergleichen [S. 13].
- Eine noch , bescheidenere* Formulierung des Sinns des Diagonalverfahrens steht in [BGM, 131.20]:
»Wenn man etwas eine Reihe reeller Zahlen nennt, so heifit die Entwicklung des Diagonalverfahrens
auch eine 'reelle Zahl’, und zwar sagt man, sie sei von allen Gliedern der Reihe verschieden.

2TDas gleiche Argumentationsmuster verwendet [BT, 492.1-2] in Bezug auf den Satz ,Es gibt keine
letzte Kardinalzahl“. Es lasst sich in vielen Zusammenhidngen anwenden: Sieht man etwa positiv
formulierte metaphysische Séatze als sinnlos an, so muss man dies auch von Aussagen der negativen
Theologie sagen.

28Pir die rationalen Zahlen ist z.B. - im Gegensatz zu den reellen - ein einziges Erzeugungsgesetz
gegeben. Damit ist Aufgabe des Beweises der Abzdhlbarkeit, eine Reihenfolge des Generierens ratio-
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Ich weif} - wie gesagt - nicht, was es ist, was hier nicht geht. Wohl aber sehe
ich: Du willst einen Unterschied zeigen in der Verwendung von 'Wurzel’,
'algebraischer Zahl’?°, etc. einerseits und 'reelle Zahl’ andererseits.

Von einem wesentlichen Baustein zum Vergleich zweier aktual unendlicher Mengen
wird so das Diagonalverfahren zum Nachweis der Sinnlosigkeit des Begriffs ,Reihe
aller reellen Zahlen“. Sein intensionaler Charakter als Konstruktionsvorschrift wird
betont; diese macht Eigenschaften bestimmter Arten reeller Zahlen und im Kontrast
dazu des Begriffs ,reelle Zahl“ selbst deutlich, zielt jedoch nicht auf den Vergleich
von Mengen von Extensionen. Der Abschnitt [BGM, 129.16] endet mit einem etwas
paradoxen Beispiel.3® Um in Analogie die Abhingigkeit der Definition von Unabzihl-
barkeit vom Zahlbegriff zu betonen, nimmt Wittgenstein an, man wiirde jede Reihe
von Biichern selbst ein Buch nennen. Dann hédtte es keinen Sinn, von der Reihe aller
Biicher zu reden, denn sie wiirde sich selbst nicht umfassen. Entsprechend: Bildet
man die Diagonalzahl einer vorgegebenen Reihe von reellen Zahlen und ist diese laut
Definition ebenfalls eine reelle Zahl, so ist sie von jeder Zahl der Reihe verschieden,
und es hat keinen Sinn, von der Reihe aller reellen Zahlen zu reden.

Insbesondere zeigt das Diagonalverfahren - in einem Vergleich zweier Sprachspiele
- die Artverschiedenheit der Begriffe Kardinalzahl und reelle Zahl. In der iiblichen
Sichtweise driickt es dagegen Analogien aus, die sich als irrefithrend erweisen: Man
geht davon aus, dass sich die Methode des Ordnens in eine Reihe auf beide Arten von
Zahlen anwenden ldsst, und sich die Zahl der Gegenstande (Machtigkeit beider Men-
gen) vergleichen lasst. Nur wegen deren unterschiedlicher Grofle fithrte das Ordnen
nicht zum Ziel. Ein Gréflenvergleich hat jedoch einen vollig anderen Sinn als zwischen
natiirlichen Zahlen, erhélt ihn hochstens durch das Diagonalverfahren. [BGM, 132.22]

Eine etwas andere (vorldufigere?) Sichtweise scheint [BGM, 133.28] auszudriicken.
Hier wird die Frage nach dem Ordnen aller reellen Zahlen akzeptiert; sie muss jedoch
im beschriebenen Sinn interpretiert werden: , Warum sollen wir sagen: Die Irratio-
nalzahlen kénnen nicht geordnet werden? - Wir haben eine Methode, jede Ordnung
zu storen.“ Verbliiffend zeigt sich Wittgensteins Altersweisheit des ,,tout comprendre
c’est tout pardonner” an folgender Stelle: ,,Cantor zeigt, wenn wir ein System von Ex-
tensionen haben, dafl es dann Sinn hat, von einer Extension zu reden, die von ihnen
allen verschieden ist. - Aber damit ist die Grammatik des Wortes "Extension’ noch
nicht bestimmt.“ [BGM, 134.30] Extensionen konnen die Biicher im erwdhnten Bei-
spiel sein oder neue mathematische Gegenstinde, auf die sich das Diagonalverfahren
ausweiten lasst. Es ist sogar eingeschlossen, von irrationalen Zahlen als Extensionen

naler Zahlen zu finden, die potentiell jeden Bruch einschlieft. Davon handeln [BGM, 137.40-141.58].
Analog zum Ordnen nach der Reihe fiir reelle Zahlen hat es fiir Briiche keinen Sinn, sie der Grofe
nach ordnen zu wollen: ,Eine neue Rechentechnik soll uns ja eben ein neues Bild liefern eine neue
Ausdrucksweise; und wir kénnen nichts Absurderes tun, als dieses neue Schema, diese neue Art von
Gertiist, vermittels der alten Ausdriicke beschreiben zu wollen.“ [BGM, 138.46] Als Vergleich von
Sprachspielen macht es jedoch Sinn zu sagen: ,Es gibt zu einem Bruch nicht einen néchst gréferen
Bruch, aber zu einer Kardinalzahl eine néchst gréfere.“ [BGM, 138.47]

2% Also einer reellen Zahl, die Losung einer algebraischen Gleichung ist (d.h. einer polynomialen
Gleichung der Form a,z" +...+a1x+ao = 0 mit a; € N). Cantor hatte 1879 in Uber eine Eigenschaft
des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen [Can32, 115-118] die Abzahlbarkeit der Menge der
algebraischen Zahlen bewiesen.

30Es ist sicher eine Anspielung auf die Russell’sche Antinomie der Menge aller Mengen. Ubertrigt
man die Argumentation, so hat dieser Begriff keine Bedeutung, nicht unbedingt ist ,,Menge“ ein insge-
samt widerspriichliches Konzept. Der Widerspruch entsteht an einer Stelle, an der er fiir Rechnungen
belanglos ist, ist sozusagen eine Kopfgeburt [vgl. BGM, 254.55-256.60, 370ff.]. ,Der Widerspruch
kénnte als Wink der Gétter aufgefasst werden, dafl ich handeln soll und nicht iiberlegen.“ [BGM,
254.56]
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zu reden; die Bedeutung muss dann im vorhinein klargestellt werden, etwa im Sinn
einer ,intensionalen Extensionalitat®...3!

In verschiedenen Bemerkungen greift Wittgenstein die Frage nach dem Nutzen des
Diagonalverfahrens wieder auf. Rein als Kalkiil geniefit es das ,Ansehen“ dieses
Grundbegriffs Wittgenstein’scher Philosophie: Auf endliche Mengen eingeschrankt,
konnte damit schon ein Schulkind eine Dezimalzahl anschreiben, die von vielen an-
deren verschieden ist. [BGM, 131.18] Und es beweist die mathematische Existenz
verschiedener transfiniter Zahlen, im Sinn eines Unterschieds des Kalkiils abzahlbarer
und nicht-abzdhlbarer Mengen. Dieser ist fundamental fiir die Topologie und spielt
daher in den Sétzen und Beweisen unterschiedlichster Disziplinen (z.B. Analysis, Ma83-
und Wahrscheinlichkeitstheorie) eine wesentliche Rolle. Diese mathematische Funkti-
on greift Wittgenstein nicht an; er kritisiert die philosophische Interpretation des Dia-
gonalverfahrens, Cantors ,Prosa“ der aktualen Unendlichkeit [Gef98, 243-46]: ,, "Diese
Uberlequngen kénnen uns dahin fihren, zu sagen, daf 2% > R;’32 ... In welcher
Praxis ist dieser Satz verankert? Er ist vorldufig ein Stiick mathematischer Architek-
tur, die in der Luft hangt, so aussieht als ware es, sagen wir, ein Architrav, aber von
nichts getragen wird und nichts tragt.“ [BGM, 135.35] Cantor beachtet den kategoria-
len Unterschied endlicher und unendlicher Mengen nicht [BT, 491.1.2.] und versteht
auch letztere im Sinn von Totalitdten, bei denen ein GroBenvergleich als Vergleich der
Anzahl der Extensionen Sinn macht. Die Theorie transfiniter Zahlen, insofern sie iiber
das Diagonalverfahren hinausgeht, ist durch diese philosophische Haltung motiviert -
als mathematische Theorie ist sie iiberfliissig, findet keine Verwendung fiir Rechnun-
gen in anderen Gebieten. Immerhin ist Wittgenstein vorsichtig: , Eine solche ist nicht:
noch zu entdecken, sondern: erst zu erfinden.“ [BGM, 136.38|

Insgesamt jedoch lehnt er die unendliche Mengenlehre ab.

Ich will sagen: Es ist der Mathematik wesentlich, dal ihre Zeichen auch
im Zivil gebraucht werden.

Es ist der Gebrauch auflerhalb der Mathematik, also die Bedeutung der
Zeichen, was das Zeichenspiel zur Mathematik macht. [BGM 257.2]

Nach diesem Kriterium schneidet die Mengenlehre schlecht ab. Selbst wenn man -
wie viele reine Mathematiker - unter Anwendungen meist nur innermathematische
versteht, sind diese ,gdnzlich phantastisch“ [BGM, 259.5]. Wittgenstein macht das
Gedankenspiel, ,die Mengenlehre wére als eine Art Parodie auf die Mathematik von
einem Satiriker erfunden worden“ [BGM, 264.7]. Ob dies nun Mathematik ware, ldsst
er hier offen. Wesentlich ist jedoch die Verwendung der Rechnungen, die klugen oder

3!In Bezug auf Funktionen wurde schon angedeutet [S. 9], dass es in der Mathematik weit verbreitet
ist, Regeln in einem neuen Zusammenhang als Objekte aufzufassen. Die Kategorientheorie hat dies
zu ihrem Prinzip gemacht - sie beschreibt allgemeine Eigenschaften von Objekten und Abbildungen
(, Funktoren") zwischen ihnen. Objekte einer Kategorie kdnnen etwa Moduln sein, die in der Darstel-
lungstheorie als Abbildungen zwischen Gruppen und Transformationen von Vektorraumen aufgefasst
werden, oder so komplexe Konstruktionsvorschriften wie die Kettenkomplexe der Homologischen Al-
gebra.

32D h. die Machtigkeit der Potenzmenge (= Menge aller Teilmengen) der natiirlichen Zahlen ist
grofer als die Machtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen selbst. Einen Beweis mit Hilfe einer
Verallgemeinerung des 2. Diagonalverfahrens gibt Cantor schon bei dessen erster Verdffentlichung
[Can90], [Can32, 279f.]. Dort wird fiir bindre Funktionen auf dem reellen Einheitsintervall L := [0, 1]
- also die Menge M := {f : L — {0,1}} - gezeigt, dass card M > card L ist. M entspricht (im Sinn
einer bijektiven Zuordnung) der Potenzmenge von L, denn f(x) = 1 kann interpretiert werden als
Zugehorigkeit einer Zahl x zu der durch f bestimmten Teilmenge von L. Analog kann die Aussage
fiir N statt L bewiesen werden.
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abstrusen Vorstellungen, die sich jemand dazu macht, spielen keine Rolle.®3

Nachdem in [BGM, 137.40-141.58] das Ordnen und Abzdhlen rationaler Zahlen behan-
delt wurde [Fufinote 28|, sprechen die letzten 4 Bemerkungen noch zwei ergédnzende
Themen an.

Man kann fragen: ,, welches ist denn die alltdgliche Verwendung des Wortes 'unendlich’,
die ihm seine Bedeutung fiir uns gibt, und was ist nun seine Verbindung mit diesen
mathematischen Kalkiilen?“ [BGM, 142.60] Dies hatte Wittgenstein etwa in den bei-
den kurzen Abhandlungen UNENDLICH LANG und UNENDLICHE MOGLICHKEIT getan
[BT, Appendix 2|, vgl. [Kie97, S. 158-74]. Im Alltag wird , unendlich“ h&ufig im un-
eigentlichen Sinn, synonym mit ,sehr gro* verwendet [BT, 520.3.2], mathematisch
filhrt das Bild des Unendlichen als einer ungeheuren (Zahlen-)Gréfle jedoch in die
Irre [BGM, 142.59], [S. 13]. Innerhalb der Mathematik ist nur intensionale, nicht ex-
tensionale Unendlichkeit sinnvoll. Auflerhalb der Mathematik steht die Verwendung
des Begriffs ,, Unendlichkeit“ oft jenseits dieser Alternative, und sie muss im Einzelfall
geklart werden: , Sehen wir einen kontinuierlichen Farbiibergang, eine kontinuierliche
Bewegung, dann sehen wir keine Teile, keine Spriinge (nicht 'unendlich viele’;
aufler, ich gebe diesem Ausdruck jetzt diese Bedeutung).“ [BT, 519.2] Weiter kor-
rigiert Wittgenstein seine anfangs nur intensionale Interpretation des Beispiels einer
endlosen Baumreihe und diskutiert die Frage, was darunter zu verstehen ist, welches
Kriterium es in der Erfahrung fiir eine solche Bezeichnung gibt [BT, 520.3]. Zunéchst
ist die Baumreihe eine solche, an der wir die Erfahrung des Aufhdrens nie machen
[BT, 521.1]. Welche Grammatik hat jedoch ein ,,nie“-Satz in einem solchen Fall? - Er
kann falsifiziert, nicht aber verifiziert werden. Als physikalisch realistischeres Beispiel
nennt Wittgenstein das Tragheitsgesetz: Bewegt sich ein Korper unbeeinflusst mit
konstanter Geschwindigkeit in einer Geraden, so kann man sagen, die Bewegung ende
nie.

Unendlichkeit muss nicht nur ein ,Praddikat der Moglichkeit* [BT, 529.0.2] sein. Viel-
leicht ist es aber bezeichnend, dass Wittgensteins erstes Beispiel in diesem Zusam-
menhang der Marchenwelt entstammt: ,,Denken wir uns, die Fee im Marchen sagte:
'Du wirst so viel Goldstiicke erhalten, als Du Dir wiinschst, aber Du darfst nur ein-
mal wiinschen’.“ Nun kann man sich zwar nicht unendlich viele Goldstiicke wiinschen,
aber: ,Kann ich nun nicht sagen: die Freiheit, die mir die Fee gelassen hat, war un-
endlich? Und ist damit nicht eine Wirklichkeit beschrieben?“ [BT, 528.1.6] Und im
hier untersuchten Text formuliert Wittgenstein:

Von einer Erlaubnis sagen wir, sie habe kein Ende. [BGM, 133.26]

So kann man sagen, ,,die Erlaubnis Sprachspiele mit Kardinalzahlen zu spielen habe
kein Ende“ [BGM, 133.27]. Es handelt sich um einen grammatischen Satz; er driickt
also eine Regel der Sprachverwendung aus. Und es gibt Spielregeln, die keine Begren-
zung des Spielfelds vorschreiben [BGM, 138.45]. Hier besteht eine Verbindung von
alltdglichem und mathematischem Gebrauch des Wortes ,,unendlich“: ,Der Mdoglich-
keit entspricht immer eine Erlaubnis in den grammatischen Spielregeln. Denn, was
man unendliche Moglichkeit nennt, entspricht etwas, was man eine unendliche Er-
laubnis nennen kénnte. Und das ist natiirlich nicht die Erlaubnis, etwas Unendliches

337.B. ,die Mathematiker haben ein seltsames Wesen, die \/—1 entdeckt* [BGM, 261], oder noch
farbiger: ,Denk dir das Rechnen mit der /—1 wire von einem Narren erfunden worden, der, blofl vom
Paradoxen der Idee angezogen, die Rechnung als eine Art Gottes- oder Tempeldienst des Absurden
treibt. Er bildet sich ein, das Unmdgliche aufzuschreiben und mit ihm zu operieren.“ Und weiter mit
einem Seitenhieb auf die Platonisten: , Mit anderen Worten: Wer an die mathematischen Gegenstdnde
glaubt, und ihre seltsamen Eigenschaften, - kann der nicht doch Mathematik betreiben? Oder: - treibt
der nicht auch Mathematik?* [BGM, 262]
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zu tun.“ [BT, 529.4] Das Reden von Unendlichkeit soll also nicht dazu dienen, der
Dinge habhaft zu werden, die jenseits jeder Erkenntnis liegen, sondern driickt in be-
stimmten Zusammenhéangen grenzenlose Freiheit des Denkens und Handelns aus.

,Finitismus und Behaviourismus sind ganz &hnliche Richtungen. Beide sagen: hier
ist doch nur... Beide leugnen die Existenz von etwas, beide zu dem Zweck, um aus
einer Verwirrung zu entkommen“ [BGM, 142.61]. Unter Finitismus versteht Witt-
genstein Brouwers intuitionistischen (konstruktivistischen) Standpunkt, von dem er
sich kurzzeitig hatte inspirieren lassen. Dessen mathematisches Programm beruht auf
der Forderung, ein Beweis miisse konstruktiv sein, also zeigen, wie ein Objekt zu
finden ist, dessen Existenz bewiesen wird. Die durch Weierstrass und Cantor ver-
breitete Methode des Widerspruchsbeweises wird daher abgelehnt. [Gef98, 152] An
Brouwers philosophischem Standpunkt kritisiert Wittgenstein hier einen Dogmatis-
mus, speziell das Leugnen realer mathematischer Objekte, am Behaviourismus das
Leugnen mentaler Zustdnde (,,Prozesse”) [Gef98, 184]. Dagegen definiert er das Ziel
seiner grammatischen Untersuchungen zur Mathematik:

Was ich tue ist nicht Rechnungen als falsch zu erweisen: sondern das Inter-
esse von Rechnungen einer Priifung zu unterziehen... Ich darf also nicht
sagen: 'So darf man ich nicht ausdriicken’, oder ’'Das ist absurd’, oder
'Das ist uninteressant’, sondern: 'Priife diesen Ausdruck in dieser Weise
auf seine Berechtigung’. Man kann die Berechtigung eines Ausdrucks, wezl
seine Verwendung, damit nicht iibersehen, dal man eine Facette seiner
Verwendung ansieht; etwa ein Bild, das sich mit ihm verbindet.“ [BGM,
142.62]

6 Ausblick: Konsequenzen fiir mathematische Konzepte

Zum Schluss mochte ich noch einige Fragen dazu stellen, was Wittgensteins Erkennt-
nisse fiir die mathematische Praxis bedeuten kdnnen.

Es scheint schwierig, wichtige topologische Begriffe wie Abgeschlossenheit, Zusam-
menhang und Vollstdndigkeit [S. 10] von einer extensional-unendlichen Auffassung
der Menge der reellen Zahlen zu losen. Dann funktionieren auch viele Definitionen,
Sadtze und Beweise in darauf aufbauenden Disziplinen wie der Analysis und Funktio-
nalanalysis nicht mehr, denn oft kann man kein Bildungsgesetz einer benotigten Grofie
angeben, sondern nur (etwa per Widerspruch) beweisen, dass sie existiert. Zwar lehnt
Wittgenstein den Widerspruchsbeweis nicht generell ab; dass er jedoch den Begriff ei-
ner aktual unendlichen Menge als sinnlos ansieht und den Kalkiil ins Zentrum stellt,
bringt ihn in eine gewisse Nahe zum Konstruktivismus. Von einem solchen Standpunkt
aus werden viele Beweise der klassischen Mathematik schwierig, und der grofite Teil
der Topologie und Mengentheorie kann iiberhaupt nicht konstruiert werden [Lav9s,
180]. Gebiete wie die Theorie der unendlichen Kardinalzahlen sind jedoch vielleicht fiir
die Anwendungen nicht von Bedeutung - zumindest behauptet Paul Lorenzen (1915-
1994) dies fiir seinen konstruktiven Aufbau der Analysis in der Tradition Brouwers
[Lor80, 118f.].

Wie ist Wittgensteins Verhaltnis dazu? Nimmt man ihn beim Wort, miisste man so-
gar wegkommen von Mengen als grundlegenden mathematischen Objekten. So kdnnte
seine Philosophie doch einschneidende Konsequenzen fiir mathematische Teilgebiete
haben. Immerhin ist er an ,Grundrissen moglicher Hauser* [Kie97, 286 Anm. 1] in-
teressiert - andere kénnten dann den Neuaufbau der Mathematik selbst iibernehmen.
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Insgesamt hat er jedoch ein analytisches, nicht konstruktives Interesse und formu-
liert ohne Einschriankung: , Nicht ein neues Gebaude ist aufzufiihren, oder eine neue
Briicke zu schlagen. Sondern die Geographie, wie sie jetzt ist, zu beschreiben.“ [BGM
302.52.2]

Vielleicht 1asst sich der Widerspruch so 16sen: Wittgensteins Ergebnisse machen phi-
losophische Neuinterpretationen der Mathematik notig, seine Angriffe gegen die Men-
genlehre insgesamt scheinen jedoch heute iiberholt, da sie zum bewdahrten Kernbe-
stand der Mathematik gehort (zumindest gilt dies fiir die Unterscheidung abzéhlbarer
und iiberabzéhlbarer Mengen). Diese Bemerkungen sind wohl auch nicht wesentlich
fiir Wittgensteins Haltung, denn er lasst Kalkiile wie Cantors Diagonalverfahren unan-
getastet [S. 18]. So konnte er sicher dessen beriihmtem Zitat zustimmen: ,,Das Wesen
der Mathematik liegt gerade in ihrer Freiheit.“ [Can79, Nr. 5 §8], [s. S. 6]

Selbst folgende Methode der ,,Kompaktifizierung" scheint dann akzeptabel: Die Werte
—oo und +oo werden zur Menge der reellen Zahlen hinzugenommen. Damit erreicht
man, dass ein Intervall [a, oo| abgeschlossen ist und die Menge R kompakt wird, d.h.
jede Folge enthilt eine konvergente Teilfolge.3* Jedoch rechnet man nicht mit den
Werten +o00, sondern es sind lediglich zwei - beliebig zu nennende - Elemente, die zu
R hinzugenommen werden, um topologische Aussagen zu vereinfachen. Die Formulie-
rung dieser Methode kann unsinnige Interpretationen suggerieren, da eine Verwandt-
schaft zur von Wittgenstein abgelehnten Sicht von oo als letztem Glied der Reihe der
natiirlichen Zahlen besteht [S. 13]. Daher sollte sie vielleicht aus Griinden des mathe-
matischen Stils abgelehnt werden. Man kann ihr jedoch einen klaren Sinn geben, da es
eine genau beschriebene Verwendung gibt und diese nicht zwingend eine extensionale
Auffassung des Unendlichen nétig macht. ,Wenn sich jemand unter dem Schachkonig
auch etwas Mystisches vorstellt, so kiimmert uns das nicht, da er ja doch mit ihm nur
auf den 8 x 8 Feldern des Schachbretts ziehen kann.“ [BT, 495.1]

Kann man die Mengentheorie im Wesentlichen beibehalten, aber eine (unendliche)
Menge intensional verstehen, als Menge von Gesetzen zur Erzeugung von Elementen
[Ms, 2.268.1], [S. 15], als , potentiell-unendliche Menge* [Lor80, 102] oder konstruiert
durch Aussageformen [Lor80, 108f.]? Was ist dann mit Mengen wie den reellen Zah-
len, deren Erzeugungsvorschriften unbestimmt sind? Oder miisste man mathematische
Theorien doch umformulieren, weg vom ,,objektorientierten” Ansatz der Mengenlehre
und hin zu einer konsequenter funktionalen, algorithmischen Beschreibung? Kénnen
etwa Brouwers Begriindung der Mengenlehre (trotz Wittgensteins Kritik etwa an des-
sen philosophischer Auffassung des potential Unendlichen [S. 11]) oder Lorenzens
Rekonstruktion der Analysis Ansitze sein?3®

Dies betrachte ich als einen interessanten Ausgangspunkt einer weiteren Beschafti-
gung mit dem Thema ,unendliche Mengen“: Wittgensteins analytische Strenge und
gleichzeitig Offenheit fiir die Vielfalt der Sprachspiele zu konfrontieren mit dem kon-
struktivistischen Anspruch, die Grundlagen der Mathematik als solcher neu zu be-
stimmen.

3Ein shnliches Verfahren erwihnt Cantor als Ausgangspunkt seiner transfiniten Zahlenlehre und
weist auf dadurch bewirkte Fortschritte in der Geometrie, Analysis und mathematischen Physik hin.
[Can79, Nr. 5 §1], [FuBnote 5]

35Zur Forderung, ein Existenzbeweis miisse konstruktiv sein, s. [PG, 374]. Vgl. etwa [Gef98, 139-
192] zu Brouwers Einfliissen auf Wittgenstein sowie Paul Lorenzen. Differential und Integral: eine
konstruktive Einfihrung in die klassische Analysis. Akademische Verlagsges., Frankfurt/M., 1965.
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